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ABSTRACT

In this paper, it will be studied global stability endemic of equilibrium points of a SEIR model with infectious
force in latent, infected and immune period. From the model it will be found investigated the existence and its
stability of points its equilibrium. The global stability of equilibrium points is depending on the value of the basic
reproduction number (Ry). If Ry = 1 there is a unique endemic equilibrium which is globally asymptotically

stable.
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PENDAHULUAN

Penerapan  model
teknik  matematika
masalah  biosciences dipelajari dalam
mathematical biosciences. Salah satu
cabang mathematical biosciences adalah
mathematical epidemiology, yang
mempelajari  tentang penyebaran dan
pengendalian penyakit. Mempelajari model
epidemi  yang didalamnya termasuk
penyakit penyebab kematian pada suatu
populasi total yang berubah merupakan hal
penting dalam mathematical epidemiology.

matematika dan
untuk  mendalami

Epidemiology merupakan suatu cabang
ilmu yang mempelajari bagaimana terjadi
epidemic dalam suatu populasi makhluk
hidup. Dengan menggunakan pemodelan
matematika yang didasarkan pada asumsi-
asumsi tertentu, diharapkan dari model
yang disusun dapat menjelaskan fenomena
dan mengambil tindakan apa yang harus
dilakukan jika terjadi epidemi.

Ada berbagai model matematika
epidemi yang dikenal berdasarkan sifat
atau ciri — ciri penyakitnya. Misalnya 5, E. I
dan R Dberturut — turut menunjukkan
Susceptible (kelas populasi yang rentan),

Exposed (kelas populasi yang laten),
Infectious (kelas populasi yang
terinfeksi) dan Recovered (kelas populasi
yang sembubh).

Dengan berbagai asumsi, dikenal
berbagai model epidemi, diantaranya SIR,
SIRS, SEIR, SEIRS dan SEIS. Dalam
model SIR, individu yang sembuh
mempunyai kekebalan sehingga tidak lagi
menjadi rentan, sedangkan untuk model
SIRS individu yang sudah sembuh tidak
memiliki  kekebalan terhadap penyakit
tersebut sehingga dapat menjadi rentan lagi.
Dalam model SEIR, SEIRS dan SEIS
individu yang rentan melalui masa laten
setelah  terinfeksi  sebelum  menjadi
terjangkit.

Beberapa penyakit seperti cacar air
(measles), gondong (mumps), tubercoluses,
Human Immunodeficiency Virus (HIV)
mempunyai periode laten (laten period).
Periode laten adalah selang waktu dimana
suatu individu terinfeksi sampai munculnya
penyakit. Adanya periode laten ini menjadi
alas an pembentukan model epidemi SEIR,
yakni munculnya kelas exposed. Dalam
tulisan ini hanya akan dibahas model
epidemi SEIR.
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Dari berbagai literatur belum banyak
yang mengkaji model matematika epidemi
SEIR secara sistematis. Sejalan dengan
masalah yang akan dibahas, penelitian ini
mempunyai tujuan sebagai berikut :

1. Membentuk model matematika
epidemi SEIR pada populasi
manusia

2. Menentukan titik — titik ekuilibrium
model tersebut

3. Menyelidiki kestabilan titik — titik
ekuilibrium model tersebut

4. Mengaplikasikan kriteria kestabilan
matriks pada model epidemi SEIR.

Hasil penelitian ini diharapkan dapat :

1. Secara umum diharapkan dapat
memberikan manfaat dan
sumbangan terhadap ilmu
pengetahuan, serta untuk menambah
wawasan khususnya dalam bidang
matematika terapan.

2. Secara khusus diharapkan dapat
memberikan  gambaran  tentang
model epidemi SEIR dengan
kemampuan infeksi pada kelas
laten, infeksi dan sembuh.

Kermack dan McKendrick (1927) telah
memperkenalkan model epidemi. Dalam
penelitian ini  dipertimbangkan 4 kelas
populasi  yaitu S (rentan), E (laten), I

(infeksi) dan R (sembuh). Anderson (1979)

mempertimbangkan masalah ini dalam
suatu tikus — tikus percobaan. Pearl dan
Reed (1920) memperkenalkan model
pertumbuhan  logistik.  Perko  (1991)
menjelaskan pengertian titik ekuilibrium
pada sistem persamaan diferensial dan
menjelaskan definisi nilai eigen dan vektor
eigen. Arrowsmith (1992) menjelaskan
transformasi dengan matriks Jordan dan
sistem persamaan diferensial linear dengan
matriks berukuran 2 X 2.

Salah satu masalah klasik yang sering
dihadapi dalam matematika epidemi adalah
menganalisis  kestabilan  global titik
ekuilibrium. Kestabilan itu sendiri ada yang
bersifat lokal dan ada yang bersifat global.
Kestabilan lokal mudah ditentukan dengan

pendekatan linier, sedangkan kestabilan
global cukup sulit ditentukan.

METODOLOGI

Metode penelitian dalam tulisan ini
adalah dengan mempelajari jurnal — jurnal
dan buku — buku yang berhubungan
dengan penyakit epidemi, khususnya model
SEIR. Oleh karenanya materi yang diteliti
sebagian besar bersumber dari hasil karya
ilmiah para pakar matematika dalam bentuk
buku. Prosedur penelitian diawali dengan
pemisalan, menentukan asumsi  dan
mendefinisikan parameter yang digunakan
pada model. Setelah itu dibentuk model
matematika epidemi SEIR tersebut.

Selanjutnya, menentukan titik — titik
ekuilibrium  model  tersebut  dengan
menggunakan definisi titik ekuilibrium
suatu sistem persamaan diferensial. Setelah
menentukan titik — titik ekuilibrium model
tersebut, langkah selanjutnya menyelidiki
sifat kestabilan lokal titik — titik ekuilibrium
model  tersebut.  Untuk  menyelidiki
kestabilan lokal dilakukan linearisasi pada
sistem dengan  menentukan  matriks
Jacobian di titik ekuilibrium. Selanjutnya
menentukan nilai eigen dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan
definisi polinomial Kkarakteristik suatu
matriks. Salah satu alternatif menentukan
nilai eigen dari polinomial karakteristik
suatu matriks digunakan juga Teorema
Routh — Hurwitz.

Selain itu, sifat kestabilan lokal titik
ekuilibrium pada sistem dapat ditentukan
dengan fungsi Lyapunov dan menggunakan
teorema himpunan invarian. Selanjutnya,
dengan menggunakan teorema himpunan
invarian, jika dapat diperluas sehingga
berlaku untuk seluruh domain sistem maka
berlaku sifat kestabilan global.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Model SEIR diterapkan pada
penyakit yang memiliki masa inkubasi
cukup lama. Pada umumnya selama masa
laten  tersebut individu tidak  bisa
menularkan penyakit, tetapi pada beberapa
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penyakit seperti malaria, individu yang
berada dalam masa laten, infeksi dan
sembuh mempunyai kemungkinan untuk
menularkan penyakit. Pada model SEIR
populasi  dibagi menjadi 4  kelas
(subpopulasi) yaitu

a. Kelas 5 (Susceptible) menyatakan

kelas individu yang rentan
b. Kelas E (Exposed) menyatakan

kelas individu yang telah terinfeksi
tapi belum sakit (laten)

c. Kelas I (Infectious) menyatakan
kelas individu yang sudah terjangkit
penyakit

d. Kelas R (Recovered) menyatakan
kelas individu yang telah sembuh
dari penyakit.

Pada pemodelan yang akan dibentuk,
digunakan asumsi — asumsi sebagai berikut
a. Populasi terbuka
b. Individu yang berada dalam kelas
laten, infeksi  dan  sembuh
mempunyai kemungkinan untuk
menularkan penyakit
c. Penyakit menyebabkan kematian
(fatal)
d. Masa inkubasi cukup lama.

Definisi dari parameter — parameter yang
digunakan pada model adalah
A menyatakan konstanta rekruitmen dari 5

515 menyatakan laju dari kontak efektif

pada periode laten
5., menyatakan laju dari kontak efektif

pada periode infeksi
15 menyatakan laju dari kontak efektif

pada periode sembuh
1 menyatakan laju kematian alami

a5 Mmenyatakan laju kematian karena
penyakit pada kelas E

a5 Mmenyatakan laju kematian karena
penyakit pada kelas I

¥y menyatakan laju dari kelas E ke kelas I
k4 menyatakan laju kesembuhan.

Formulasi modelnya adalah :

ds
S =4 B1oSE — B2oSI— B3SR — pS

(1)
%Zﬁmsg‘kﬂ:us*ﬁ"ﬁaus;’?_}’ug_

(e + ail}:]E

(2)
al
=~ YfE - kol — (u+ azp)l

3)
dR _ .

(4)
Diberikan ~ N(t) menyatakan ukuran

populasi pada saat t, maka

N(t) =5(t)+ E(t) +1(t) +R(1).
Untuk menyederhanakan Sistem (1) s.d (4)
dimisalkan wpdt = dt atau T = ut, maka
ﬂstem (1) s.d (4) menjadi :

A
S =3~ PBiSE—B,SI— ;SRS

(5)
= = BSE+B,SI+BSR— (1+y +
a,)E

(6)
dl

(7)
dR
—=kI—-R,
dt

(8)
dengan
=" B =B =2y = 2y
ﬂ;fx::ﬂr’k:ﬂ'
I I I

Jika § = N — E —I — R disubstitusikan ke

dalam Sistem (5) s.d (8) diperoleh

o= (BE+ Bl + BR)(N —E—1—R) —
(9)

(10)
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(11)
=2 _N-a,E—a,l
dt 1]

(12)
dengan d=1+y+a, dan
w=1+k+a,.

Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium Sistem (5) s.d (8)
diperoleh dengan menjadikan ruas kanan
masing — masing persamaan sama dengan
nol, dan diperoleh :

5= Al wta, y)
EE:"-""E:-.P"‘Eak}f}':fl—ph"-"}+,ul:rx._c..l+rxz}r}
(13)
E = o [A—puN]
ploa, +yag)
(14)
[ = yla—uN]
ploy o tagy)
(15)
B = keyla— pN]
pley oty )
(16)

Berikut diberikan teorema sifat
kestabilan titik ekuilibrium endemik pada
Sistem (9) s.d (12).

Teorema 1. Jika Ry = 1 maka

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit
PD(D,D,D,E] pada Sistem (9) s.d
(12) tidak stabil,

b. Titik ekuilibrium endemik
P*=(E*I*,R*,N*) pada Sistem
(9) sd (12) merupakan stabil
asimtotik lokal.

Bukti
a. Matriks Jacobian dari Sistem (9) s.d
(12) pada titik  ekuilibrium
P*=(E*I*,R*,N*) adalah

Jf(P*), dengan

n=B,E*+ B,I" + B3R* .
Perhatikan bahwa

ﬁl[:Ni-c_ Ei—:_ Ii*_ Ri—:] — lE"_'SE

B.E*+8,I"+B. R*

{:.ﬁl(Ni-c_ Ei-c_ Ii-c_ E&] —
padula-pN)
ulay g y)
(why+yBothyBs)(d-uN)
it g )

B, 8w
(wPy+yByHiyPs)

(17)
Dengan cara yang sama diperglqh
_ e _ ¥ _ Q¥ _ Pl
BN = B = I = R = D
(18)
® # ® £ — Fzdw
BN = B I = R = et
(19)
Dari persamaan (17), (18) dan (19)

diperoleh
Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium

bebas penyakit B, (D,ﬂ,ﬂ, E] adalah

ff(Fu-j =
Bd_ 5 Bl L 0
I I I
¥ —i 0 0
0 k -1 0
—ay —, 0 -1

Polinomial karakteristik dari /f(P,) adalah
P(X) = det(Al — JF(Ry)),

dengan I adalah matriks identitas ukuran
4 ¥ 4,

Persamaan karakteristiknya adalah
det(A — Jf(Py))

R
I I I

=det| ¥ Atw 0 0
0 —k A+1 0
oy 6y 0 i+1
1-Bty s _B4 B4

M K M

e @A+1) —y At w 0
0 —k A+1

= (1+1) [(A—i—ﬂ+ §)(2+w)(A+
D+ (-52) ) - (Z2) 2+ 1)
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mu+1j[(a,—i—“‘+5]uz+1+m+
w) — Pedyk  yB AL PE‘ZA]
p " u
o @+1)|r -~ EAL 4 512 + 22 -B2
61+ Fw “‘”“M A+ Ao —
&ﬂ_l_gm_.ﬂaﬂ}fk_rﬂz _FE:A]
n u p m
{:;(,1+1}[A3+(a+m+1—@),12+
u

(0+om+m—g—d—gﬂ— w—”ﬂ)i+6m—
M M M
Fide  Badyk }f.ﬁ‘zél]
m m u I
(20)

Persamaan (20) dapat ditulis menjadi
(A+1)(A2+A +BA+C)=0
(21)

dengan
8.4

B= 6+06w+e— 22 Bde vh4
n

p I
B, de _ B Ay _ B dky
m m wo
AR ety B ky)
Seap
A(ﬁlm + By + B, ky) = dwpu
= B Aw + f,Ay + A ky = Swp
. B, Aw + P4y ¥ B dky
I I
B, A _ B Ay _ B Aky
p p I
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz maka

titik ekuilibrium Py (0,0,0, E] tidak stabil.
b. Matriks Jacobian pada titik

ekuilibrium endemik
P*=( E*I*,R*,N*) adalah J(P*).

C= fw—

Karena R, = =1, maka

= Jw

= Jw— Z0=C

. e

Jika m= BB ED maka

polinomial karakteristik dari Jf(P*) adalah
P(A) = det (A1 — JF(P*)),

dengan I adalah matriks identitas ukuran

4 % 4,

Persamaan karakteristiknya adalah

det (AI —JF(P*)) =10
J-mfotntd -mbtn -mbtn -
u 1o i 10

0 4 4

&y ty 0 141

e la 004 1000+ a) - (o) + 1))
40 [0-m 0+ 00+ )+ 1) 4 (-mdy +0) (=) (=)
=+ D0-)mg, +0)] =0
& (L4 e+ a) +ynay + 0+ 100 -, + 484 0)
1)(-
1

& det S|

=+ 1=p)emb, +0) + fyrln-m ] =0
& (14 Ulagl 4 oo 4 yney 4 (- mpy +02 807 + 14 dat )
t Gyt lmfy +0) 4 - mﬂ]]-
&l aba - a0
-1

oot Bt bo-nfa -+ I

-mhnehf-ng <0

ol sl P Bt agl-Tmy - nd o
Hil-nflotvlotlotlot pa, topo-mht - p-nf
Hatfuth(e-nf) =)

S A+ +(-mp+n+d+1+

w)A* + (ayn—ymf, +yn —mpy +n+
§—mfiw+nw+ dw+ w)i+ yna, +

a,nw — ympf, +yn —m;w + nw +
Sw+ky(n—mp;) =0

A+ DA +(1+w+n—mp +8)2% +
'[m +nag+n—mf+8)1+ w)+
yn— mﬁ:}},l+ nlo,y + oyw) +
y(n—mp,) + ky(n — mpBs) +

win—mpy + 5}] =0.

(22)

Persamaan (22) dapat ditulis menjadi
(A+1)(A2+A4AF +BA+C)=0

(23)

dengan
A=1+w+n—mB, + 4,
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B=w+t+na;+ (n—mB;+8)(1+w) +
y(n—mp,),

C =nla,y+ a;w) +y(n —mp,) +
ky(n—mf;) + w(n —mfB, + &)

Salah satu nilai eigen dari persamaan (23)
adalah —1, nilai — nilai eigen yang lain
merupakan akar — akar dari polinomial
berikut
QD) =A+A1+BA+C
(24)

Perhatikan bahwa

A=1+w+n—mfS; +34
— _ B fly
=14+w+n P
Elef, +yB ey B )
ey +y By +ieyBy)

Elawf, tyfthyf)-8wf,
why +yBotky By
Elawf, tyf thyf—faf,)
‘:‘-'IE'_ +}"|E:l.+k}"lgs

=1 Sbstirbs) . g
T Bk,

=l+w+n+

=l+w+n+

(25)
Selanjutnya
B=w+t+na;+ (n—mB;+8)(1+w) +
y(n—mf,)

=w+na, +n—mf +35 +nw—
mf,w + 8w + yn — ymfi,

=w+nla; +1+w+y)+64+0w-m(B +h0+yp,)

w+nlw+8)+6+6w—
— :,(1'91"'1‘91&’"‘}’13:]

':CI-'|94_+ }-’,EZ-H{}"EE

w+n(w+d)+
':5+5N}':N|EJ_+}"Ez'l'k]"'lgs}_ﬂ"mI:IE‘_'l'IE‘_m-I'}"'EE}
&I,':'i'._'l'}f,':'i'z'l'k]-",gs

w+nlw +8) +
Elwfy+yBa+ky B3l +fwlwfy+y fo+ky B0 —fw (B + B w+y 850
wfy+yBa+hy Bz

w+n(w+d)+
6:.13._+6p82+6kp85+6m5E._+§m}r|[?5+6mk}r35—§mﬁi—émzﬁi—6m}rﬁz
"-'E*_'I']’lg:l,'l'k]’lgs

_ by By +oky R +dwmby By
=w+n(w+ 8+ SBotvB, Thr B

5?(1‘92 + kf; + mkﬁaj
wpfy +yB; + kyf;
Sy[fo+k(1+w)f,]
c.J,E._-F].-’,Ez-I-k}-',EE = 0.

(26)

=w+nlw+ 8+

=w+n(+w)+

Selanjutnya

C=n(ay+ayw) +y(n—mpy) +ky(n-mp;) + wln—mp, + §)
=na,y +nayw +yn—ymp, +kyn —kymp, + on-wmf, +wf
= (na, +n—mp, + kn—kmpy)y + (na, +n-mf, + 6w
= ((1 +a,+k)n-mp, —kmﬁa)y-l- ((1-|-rx1]n—mﬁ1-|-5)w
= (wn —mp, — kmf;)y + ((5 —y)n—mp, + 5)'1’
= wny —mp,y — kmfyy + (bn—yn—mf, + §w
= wny —mp,y — kmfyy + onw — ynw —mf,w + fw
= (—yB, — kyB; —wB)m + fnw + Sw

= —(wp, +yB, +kyBs) (wﬁl-l-]!ﬁl::-l-k}’ﬁa] + nw + 6w
=—dw+ dnw + fw
= dnw = 0.
(27)

Selanjutnya
AB —C =

&y By tkyf;)
{1 +wtn +—M.i?-_+}f.i?z+k}r.'3’5)(m +

Syl +k(1+a) ;] _
n(d+w) + YT ETY } Snw

> 1+ w+n)(w+ nd + nw) — dnw
=0 +nd +no + o’ +ndw +not +ontnld+nfo - fnw
=(1l+ne*+r* +2n+ 1w +nd(1+
AEB —C = 0.
(28)
Dari Persamaan (25), (26), (27) dan (28)

diperoleh bahwa
A=0,B=0,C=0dandB =C .
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Berdasarkan nilai koefisien polinomial
Q(A) pada Persamaan (24) diperoleh
a; =1l,a, =4,a,=F
a; =C,a, =0,a;, = 0.
Dari nilai diatas, dapat disusun matriks
Hurwitz sebagai berikut
A 1 0
C B Al

alauﬂ]
0o 0 C

flg gy O
Berdasarkan matriks Hurwitz diatas dapat
ditentukan determinan Hurwitz yaitu

H =

iy g A 1
&1_‘% a, _‘C B‘_AB_C
a, a; 0 A 1 0
Ay=|a; a; ay=|C B A|=
a: a, a, 0o o0 C

ABC—C*=(4AB —-C)C.

Berdasarkan nilai 4, B dan C, maka dapat

ditentukan bahwa

1. Karena nilai A4 =0 maka

AL=A=0
2. Karena nilai
A=0,B=0,C=0 dan
AEB = C, maka
Ay=AB—C =0
3. Karena nilai
A=0,B=0,C=0 dan
AEB = C, maka

A,=(AB—C)C=0.

Karena nilai A; = 0,4, = 0 dan
A5 = 0 maka polinomial Q(4) mempunyai
pembuat nol yang bagian realnya negatif.

Hal ini berakibat semua bagian real nilai
eigen pada matriks Jf(P*) bernilai negatif
untuk R, =1. Jadi titik ekuilibrium
p* = ( E*I%,R*, N*) stabil asimtotik lokal.
Selanjutnya akan diselidiki
kestabilan global titik ekuilibrium endemik
pada Sistem berikut :
E:f—ﬁlsE—ﬁzﬂ—ﬁam—s

(29)

£ = B,SE+ B,SI + ;SR — GE

(30)
dl
Pl YE —wl

(31)
g =kI—R

(32)
dN A
@ w2 N

(33)
jikaa; =a, =0.
Teorema 2
Perhatikan sistem berikut
x'=f(x), xeT.

(34)

Jika syarat — syarat berikut dipenuhi
(1) Sistem (34) ada wuntuk suatu
himpunan ~ compact  absorbing
K T dan mempunyai suatu titik

ekuilibrium tunggal P di T;
(2) P stabil asimtotik lokal,

(3) Sistem (34) memenubhi
Poincare — Bendixson;

(4) Suatu orbit periodik pada Sistem
(34) adalah stabil asimtotik orbital,

kriteria

maka hanya titik ekuilibrium P yang stabil
asimtotik global di T

Bukti :
Cukup dibuktikan bahwa x menarik semua

titik di T. Misalkan U basin of attraction
dari X, yaitu himpunan dari semua x,
sedemikian sehingga x(t, x,) konvergen ke
x. Jadi U merupakan himpunan terbuka tak
kosong yang stabil asimtotik pada :x.

Teorema akan terbukti dengan
menunjukkan TcU. Pembuktian

dilakukan dengan kontradiksi, maka batas
dU pada U mempunyai irisan tak kosong I

dengan T. Karena U dan U invarian dan U
terbuka, dU = U — U juga invariant, maka
I merupakan invarian positif. Oleh karena
itu I memuat suatu himpunan omega limit
kompak {1 yang tak kosong. Karena sistem

(18) ada untuk suatu himpunan compact
absorbing K cT, maka  haruslah
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0N dT = 0. Karena {1 tidak memuat titik
ekuilibrium, berdasarkan sifat Poincare-
Bendixson maka £ merupakan orbit
tertutup, dan berdasarkan asumsi (4) maka
11 stabil asimtotik orbit. Ini kontradiksi,
karena (1 anggota himpunan a — limit pada
suatu orbit dalam U.

Titik ekuilibrium Sistem (29) s.d
(33) diperoleh dengan menjadikan ruas
kanan masing — masing persamaan sama
dengan nol, yaitu :
i—ﬁlsﬁ—ﬁzﬂ—ﬁam—szﬂ

(35)
B.SE+ 3,51+ B,5R—GE=0

(36)
YE—wl=0

(37)
ki—-R=0

(38)
E_N=o0.
1]

(39)
Dari Persamaan (37) diperoleh
YE —wl =0 = yE = wl

= E= ﬁ

(40)
Dari Persamaan (40) diperoleh
kI—R=0= R =kl

(41)

Jika Persamaan (40) dan (41) disubstitusi
ke dalam Persamaan (36) diperoleh
BLSE+ B,5I+ B,SR—GE=0

BiSwl
;:-

Geul
4+ B,SI+B,SkI——=10
¥

BiSw Sew
;,( +325+335k——)f=ﬂ
14 14

= [ =0 atau
BySew

O
+}925+}935f{ = ?

Jika I = 0 maka

Sw Jew
A +By5 + B3Sk=—

=

:t-(ﬁ;—w-l-ﬁz +ﬁ3k)5=i—w

. k g
- (ﬁlw t Byy + B3 T)s _bw
¥ ¥
Jew
ﬁlm + 182}" + Jga k'}’.
Perhatikan bahwa
S5+E+I+R=N

= 5=

el
=54+ —+14+kiI=
¥

=

(7] A
m(—-l— 1+k)[=——5
¥ H
O

ﬁ(f+1+k]1=i—
¥ u _Ej_ﬁf-" +_E:'}’+_Eg-[i?}"
- (m-l-’r-l- k}*){ :A(,{?lm-l-,{?:y-l-ﬁak]f] —Bwp
¥ u(Byw + By + Byky)
_ AvBiw + Bay + Baky) — Gywp
S ulw +y + k)(Bw + Bry + Bk
Dari Persamaan (41) diperoleh
R =kl
_ kAy [181':*'-"I + By + ﬁak}’] — kdywp
plw +y +ky)(Biw + Byy + B3ky)

Dari persamaan (40) diperoleh

cod
E=—
¥

_ wAy(Byw + Byy + Baky) — Synw?
py(w +y + ky) (Byw + By + Bsky)
Jadi titik ekuilibrium endemik Sistem (29)
sd (33) jika a;=a,=0 adalah

5 Sew
Biw + By + Baky
_ wAy(Bo + By + Brky) — Sype?
Cwyle vy ) (B + By + B ky)
[ = Ay(Byw + Boy + faky) — Sywpu
plw +v + ky)(Biw + Bay + Baky)
R = kAY (B w + Bay + Baky) — kdywu
wlow +y + ky) (Byw + Bay + Baky)

Teorema 3
Jika Ry = 1 dan a; = a, = 0, maka Sistem

(5) s.d (8) adalah kooperatif.

Bukti

Misalkan

S=x,E=x,1=x3;dan R =x, maka

Sistem (5) s.d (8) dapat dinyatakan dengan
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' A A
x1=;—ﬁ15 ;_xl_x:a_xd_ -

x5 = By5x, + B,5x; + B35x, — 8x,,
Xy = YA, — WXy,
xy = kxg —x,.
Selanjutnya, sistem ini dapat dinyatakan

dalam bentuk

[\ [f(B484+8)5 B48)s (B+B)S (B4E)S\ 10 0 gy
IQ)_ 0 Bs-y  BS B J_(u 100
5l 0 ¥ - 0 0ot
e, k 000 Y

\ 0 0 i 0
atau dapat ditulis dalam bentuk
x'=(A(t) — Dx+C(t),
x = (xy,%5,%q,%,) € R¥, I

1)

Dengan

menyatakan matriks identitas pada matriks
4 X 4, C(t) adalah fungsi vektor, dan

[(B+B: +8:.)8 (B +5.)5 (B +8D5 (B + B8
A= 0 G.5—y 5.5 5.5
0 ¥ —k 0
" 0 0 s 0

Elemen — elemen dari off-diagonal matriks
ini non-negative, sistem secara keseluruhan
quasimonotone, maka Sistem (5) s.d (8)
kooperatif  berkaitan dengan partial
ordering yang didefinisikan pada orthant
K={(5E,LR)ER*S5=0,E=0,] =
0,R =0}

SIMPULAN

Adapun kesimpulan dari penelitian ini
adalah

1.Model matematika epidemi SEIR dengan
adanya kemampuan infeksi pada periode

La}ten, infeksi dan sembuh adalah :

g A — 195E — f2051 — f3p5R — p5
dE
P B1oSE + BapSI1 + f305R —yoF —

(1 + ety E
dl
=~ YfE - kol — (u+ ay)l

dR

2.Titik — titik ekuilibrium model tersebut
adalah : Jika R, =1 maka model (1)

mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu titik

L
X L
e
'IUI \E“

ekuilibrium bebas penyakit PDE,G,G,G)

dan titik ekuilibrium endemik tunggal yaitu
P*(S*,E*,I",R*), dengan

¢ = Al wta y)
(Bt Byt B ky) (A—pN) +pia, wtagy)
E = o [A—puN]
f-*':ﬁ-'ﬂ:'_'l'}"ﬂ'-'z}
[ = rla—un]
|:..|':,l.,m:._:l+}r,l.,u'.i:z
R = by [d— pN]
,I.,L':n:._n.l+n:z}r}

3.Kestabilan titik — titik ekuilibrium model
tersebut adalah : Jika Ry =1 maka titik
ekuilibrium  endemik  P*(5%,E*,I*,R¥)
stabil  asimtotik  global.  Hal ini
menunjukkan bahwa dalam jangka waktu
yang panjang individu yang ada di sekitar
titik ekuilibrium P*(5%,E*,I*,R*) masih
terdapat individu yang terjangkit penyakit
atau tetap terjadi penyebaran penyakit.

SARAN

Karena  berbagai  keterbatasan,
penulis menyadari penelitian dan tulisan ini
masih banyak kekurangannya. Banyak hal
yang belum tercakup dalam penelitan ini.
Perlu dikaji lebih lanjut generalisasi untuk
kestabilan model epidemi lainnya dan
simulasi numeriknya.
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